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Résumé
Un espace quasi-affine homogène sous un groupe (complexe) réductif est appelé un espace homogène
modèle, si son algèbre de fonctions régulières contient toute représentation irréductible exactement une
fois. Pour tout groupe semi-simple connexe, on introduit une variété magnifique dont les orbites sont en
correspondence naturelle avec les (classes d’isomorphie des) espaces homogènes modèles.
© 2007 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
Abstract
A quasi-affine homogeneous space under a (complex) reductive group is called a model homogeneous
space, if its algebra of regular functions contains every irreducible representation exactly once. For every
connected semi-simple group, we introduce a wonderful variety whose orbits are in natural correspondence
with the (isomorphisme classes of) model homogeneous spaces.
© 2007 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
Mots-clés : Groupes réductifs ; Espaces homogènes modèles ; Variétés magnifiques
0. Introduction
Soit G un groupe réductif (le corps de base étant le corps des complexes). Un espace ho-
mogène (algébrique) G/H est appelé un « espace homogène modèle », s’il est quasi-affine et si
son algèbre des fonctions régulières est un « modèle des représentations » au sens de I. Gel’fand,
c’est-à-dire si cette algèbre est isomorphe, en tant que G-module, à la somme directe de toutes
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voir [G-B-G 76,G-Z 84,G-Z 85,A-H-V 98]).
Dans la suite (sauf mention expresse du contraire), on supposera G semi-simple connexe.
Rappelons qu’une variété magnifique (de rang r) est une G-variété algébrique X ayant les pro-
priétés suivantes :
– X est lisse et projective,
– X contient exactement r diviseurs irréductibles G-stables, qui sont lisses et dont l’intersec-
tion est non vide et transverse,
– pour que deux points de X soient sur la même orbite par G (il faut et) il suffit qu’ils soient
contenus dans les mêmes diviseurs irréductibles G-stables.
Si H est un groupe algébrique (non nécessairement connexe), on désignera par H # l’intersec-
tion des noyaux des caractères de H ; s’il s’agit d’un sous-groupe de G, on notera NG(H) son
normalisateur dans G.
Le but principal de cet article est le théorème suivant :
Théorème. Pour tout groupe semi-simple connexe G, il existe une variété magnifique MG unique
à isomorphisme près, vérifiant :
(1) si G/H est un espace homogène modèle, alors H fixe un unique point de MG (de groupe
d’isotropie NG(H)) ;
(2) inversement, si x est un point de MG de groupe d’isotropie Gx , alors NG((Gx)#) =
NG(Gx) =Gx et G/(Gx)# est un espace homogène modèle.
Ainsi les orbites de G dans MG paramètrent de façon naturelle les (classes d’isomorphie des)
espaces homogènes modèles sous G. On appellera MG la variété magnifique modèle de G. Il
résulte en particulier du théorème qu’il y a exactement 2r classes d’isomorphie d’espaces homo-
gènes modèles sous G, où r = rang(MG). On verra que ce rang s’obtient de la façon suivante :
pour G semi-simple connexe général, rang(MG) est la somme des rang(MG′), G′ facteur simple
de G ; puis rang(MSO(2r+1)) = rang(SO(2r + 1)) = r (r  1), et pour tous les autres G simples
(y compris pour G = Spin(2r + 1)), on a rang(MG) = rang(G)− 1.
Au cours de la preuve, on explicitera les sous-groupes d’isotropie des espaces homogènes
modèles (complétant les résultats figurant dans [G-Z 84,G-Z 85,A-H-V 98]). Leur structure est
étonnamment variée : par exemple, lorsque G est simple et l’espace homogène modèle G/H
« principal » (c’est-à-dire au-dessus de l’orbite ouverte de G dans MG),
– dans deux cas, H est réductif (G de type Ar , r pair 2, et G adjoint de type Br , r  1 ; ces
cas se trouvent déjà dans [Kr 79]) ;
– dans cinq autres cas, H est la composante neutre d’un groupe d’isotropie d’une certaine
orbite nilpotente (G simplement connexe de type Br , r impair 1, G de type Dr , r pair 4,
et G de type G2, E7, E8) ;
– dans quatre autres cas, H = P #, où P est un certain sous-groupe parabolique minimal d’un
certain sous-groupe semi-simple de G (G de type Ar , r impair 3, G de type Cr , r  3, et
G de type F4, E6) ;
– et dans les deux cas qui restent (G simplement connexe de type Br , r pair 2, et G de type
Dr , r impair 5), la structure de H est encore un peu plus compliquée.
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Signalons aussi que d’après [B-CF 06], pour une théorie de déformation équivariante natu-
relle, tout espace homogène modèle peut être obtenu par « dégénérescence » à partir de l’espace
homogène modèle principal (voir aussi 4.2).
Quelques remarques « historiques » sont peut-être utiles ici. Je me suis intéressé aux espaces
homogènes modèles à la suite d’une discussion avec D. Panyushev à Oberwolfach en mars
2004 sur [Pa 03]. Dans cet article, j’ai appris l’existence de l’orbite nilpotente modèle de E8
de [A-H-V 98], ce qui m’a rappelé l’exposé de I. Gel’fand à Lyon en 1984 au Colloque E. Cartan
(qui portait sur [G-Z 84,G-Z 85]). Ces articles ont été mon point de départ. Après avoir compris la
structure générale des espaces homogènes modèles (pour G connexe), je pensais d’abord qu’elle
devait être connue, étant donné l’ancienneté du sujet. Mais plusieurs mathématiciens m’ont dit
que ce n’était pas le cas (M. Brion, D. Panyushev, Th. Levasseur, C. DeConcini, A. Zelevinsky,
. . . ).
Voici comment est organisé cet article. Dans la section 1 on établit un lien entre espaces
homogènes modèles et certaines variétés magnifiques, puis on rappelle des faits sur les orbites
nilpotentes. Dans la section 2 on montrera l’existence et l’unicité des variétés magnifiques du
Section 1. Dans la section 3 on introduit la variété magnifique modèle, on démontre le théorème,
puis on présente la structure des espaces homogènes modèles. Dans la section 4 on aborde les
liens qu’ont deux préprints récents [Br 06,B-CF 06] avec notre sujet, et on mentionne quelques
problèmes ouverts. Enfin, dans un appendice, on rassemble des définitions et faits concernant les
systèmes sphériques.
1. Préliminaires
Soient G un groupe semi-simple, B un sous-groupe de Borel de G et T un tore maximal
de B . Soit R ⊂ Ξ(B) = Ξ(T ) le système des racines de G, S la base de R associée à B , et Π
l’ensemble des poids fondamentaux de R. Si α ∈ R, on notera α∨ la racine duale.
Si H est un groupe algébrique, on notera :
– Hr le radical,
– Hu le radical unipotent, et
– Ξ(H) le groupe des caractères de H .
Posons U = Bu ; c’est un groupe unipotent maximal de G. Il est bien connu que G/U est un
espace homogène modèle.
Les espaces homogènes modèles étant sphériques, rappelons quelques notations et faits
concernant ces variétés (voir aussi [Kn 91,Br 97]).
Une G-variété (algébrique) X est dite sphérique, si elle est normale et si B a une orbite
(ouverte et) dense ◦XB dans X. On sait que B n’a qu’un nombre fini d’orbites dans toute G-
variété sphérique.
Soit X une G-variété sphérique. On noteΞX le groupe des poids de B dans C(X) (le corps des
fonctions rationnelles de X). On désigne parΔX l’ensemble des diviseurs irréductibles B-stables
mais non G-stables de X ; ΔX est appelé l’ensemble des couleurs de X. On a une application
naturelle ρ :ΔX → (ΞX)∗ définie par
〈
ρ(D), γ
〉 = vD(fγ ) (D ∈ΔX et γ ∈ΞX)
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poids γ (fγ est unique à constante multiplicative près). On désigne par PX le stabilisateur de◦XB dans G ; c’est un sous-groupe parabolique de G contenant B .
Soit G/H un espace homogène sphérique. Quitte à remplacer H par un conjugué, on peut
supposer BH ouvert dans G. On sait (voir [BLV 86])
() qu’il existe un tore maximal T de B , tel que le morphisme naturel (PG/H )u × (T /T ∩H)→
BH/H soit un isomorphisme.
De () suit en particulier que dim(G/H)= rang(ΞG/H )+ dim(PG/H )u.
1.1. Quelques résultats simples
Lemme 1.1.1. Si G/H est un espace homogène modèle, alors H est connexe et H a même
dimension que U .
Preuve. On a visiblement ΞG/H = Ξ(B) et PG/H = B . Par suite, dim(G/H) = rang(G) +
dim(U)= dim(G/U), donc H et U ont même dimension.
Par ailleurs, pour tout espace homogène sphérique G/K , on déduit de () que K/K◦ est fini
commutatif, et que l’indice de K◦ dans K est égal à l’indice de ΞG/K dans ΞG/K◦ . Comme
ΞG/H =Ξ(B) est maximal, il s’ensuit bien que H =H ◦ est connexe. 
Lemme 1.1.2. On suppose G = G1 × G2. Soit H un sous-groupe (algébrique) de G. Pour que
G/H soit un espace homogène modèle, il faut et il suffit que
– H =H1 ×H2, avec Hi ⊂Gi , et que
– les Gi/Hi soient des espaces homogènes modèles (i = 1,2).
Preuve. Notons Hi la projection de H sur Gi (i = 1,2). Si G/H est modèle, par définition H
fixe une unique droite dans toute représentation irréductible de G, et H est égal à l’ensemble des
éléments de G qui fixent ces droites, d’où aussitôt H =H1 ×H2. Les autres assertions du lemme
résultent de l’isomorphisme C[G/H ] = C[G1/H1] ⊗ C[G2/H2]. 
Voici quelques compléments sur les variétés sphériques (voir [Lu 01]).
Soit X une G-variété sphérique. Si α ∈ S, notons Pα le sous-groupe parabolique minimal de
G contenant B et associé à α, et désignons par ΔX(α) l’ensemble des D ∈ΔX qui ne sont pas
laissés stable par Pα . On sait que card(ΔX(α)) 2, et que ΔX est la réunion des ΔX(α), α ∈ S.
Voici quelques propriétés des ΔX(α), α ∈ S :
(1) On a ΔX(α) = ∅ si et seulement si α∨ est nul sur ΞX . Posons pSX = {α ∈ S, ΔX(α) = ∅}.
Le groupe PX est engendré par les Pα (α ∈ pSX).
(2) Si card(ΔX(α)) = 1, posonsΔX(α) = {Dα} ; alors ρ(Dα) est égal à α∨ ou à α∨/2 (surΞX).
(3) Si card(ΔX(α)) = 2, posons ΔX(α) = {+Dα,−Dα} ; alors ρ(+Dα) + ρ(−Dα) = α∨
(sur ΞX).
On note ΓX le semi-groupe des poids de B dans C[X] (l’algèbre des fonctions régulières
de X) ; on appelle ΓX parfois le semi-groupe (ou monoïde) moment de X.
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que soit D ∈ΔG/H }.
Pour que G/H soit un espace homogène modèle, il faut et il suffit que ΓG/H =Ξ(B) ∩ NΠ
(avec nos notations, NΠ est l’ensemble des poids dominants).
1.2. Espaces homogènes modèles et variétés magnifiques
Voici encore quelques notations. Posons
Spair = {α ∈ S, α∨ est pair sur S} et
Rmod = {α + β, où α et β ∈ S, avec α non orthogonal à β}.
On appellera les éléments de Spair les racines simples paires, et les éléments de Rmod les
racines modèles. Ces dernières sont aussi les racines sphériques de type a2, b2 et g2 (voir A.1).
Si G est simple, on a card(Spair) 1, et card(Spair) = 1 signifie que G est de type Br (r  1).
Pour G semi-simple général, et pour α ∈ Spair, on notera G(α) l’unique sous-groupe distingué
de G qui est simple et dont le diagramme de Dynkin contient le sommet α ; ce groupe G(α),
ou bien est simplement connexe et isomorphe à Spin(2r + 1), ou bien est adjoint et isomorphe à
SO(2r + 1), r  1.
Soit G/H un espace homogène modèle. Posons K = NG(H), et soit M la complétion ma-
gnifique de G/K (cette complétion existe d’après [Kn 96], et est unique d’après la théorie des
plongements des espaces homogènes sphériques, voir [Kn 91]). Notons Δ l’ensemble des cou-
leurs, etΣ l’ensemble des racines sphériques de M (voir A.1 et A.2 pour la définition des racines
et systèmes sphériques).
Lemme 1.2.1. Le système sphérique de M est de la forme Σ,∅,∅ où Σ ⊂ Rmod ∪ 2Spair. De
plus, pour tout α ∈ S ∩ (1/2)Σ , G(α) est adjoint.
La preuve complète de ce lemme ne sera donnée que dans la section suivante (voir 2.3). Pour
le moment, nous ne montrerons que la forme faible suivante :
Lemme 1.2.2 (Version faible). On suppose que, pour tout α ∈ S ∩ (1/2)Σ , G(α) est simplement
connexe. Alors le système sphérique de M est de la forme Σ,∅,∅, où Σ ⊂Rmod.
Preuve. On utilisera les notations de A.3.1. Soit Σ, Sp,A,ΞG/H ,ρ le système sphérique aug-
menté correspondant à H . Comme G/H est un espace homogène modèle, on a
(a) ΞG/H =Ξ(B) ;
(b) pour tout D ∈ΔG/H , ρ(D) est 0 sur Ξ(B)∩ NΠ .
De (a) suit que Sp = pSG/H = ∅. Les seules racines sphériques compatibles avec Sp = ∅ sont
les α + β (α,β ∈ S), α et 2α (α ∈ S).
Si α⊥β , on a α + β /∈Σ ; car sinon, pour D ∈ π−1(δ) où δ ∈Δ(α) =Δ(β), on devrait avoir
ρ(D) = α∨ = β∨ sur Ξ(B), ce qui est impossible.
Il s’ensuit que Σ ⊂Rmod ∪ 2S ∪ S.
Si 2α ∈ 2S ∩Σ , pour D ∈ΔG/H (α), on a ρ(D) = α∨/2. Comme ρ(D) est entier sur ΞG/H ,
cela implique α ∈ Spair et G(α) adjoint.
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ρ(+Dα) = ρ(−Dα) = α∨/2, d’où l’on obtient comme ci-dessus α ∈ Spair et G(α) adjoint. 
Considérons maintenant la situation inverse à celle du Lemme 1.2.1.
Soit M une variété magnifique dont le système sphérique est de la forme Σ,∅,∅ et vérifie :
Σ ⊂Rmod∪2Spair et G(α) est adjoint, si 2α ∈ 2Spair∩Σ . Soit K un groupe d’isotropie de l’orbite
ouverte de G dans M. On a rang(Ξ(K)) = rang(G)− card(Σ) : cela résulte des hypothèses ci-
dessus, qui impliquent card(Δ) = rang(G), et de l’égalité (∗) de A.2.3.
Lemme 1.2.3. L’espace homogène G/K# est un espace homogène modèle, et NG(K#) =K .
Preuve. L’hypothèse Σ ⊂ Rmod ∪ 2Spair implique que Σ,∅,∅,Ξ(B) est un système sphérique
augmenté. Notons H le sous-groupe de K qui lui correspond. Par construction, G/H est un
espace homogène modèle, et NG(H) = K . Comme G/H est sphérique, le groupe NG(H)/H
est diagonalisable, d’où il suit que K# ⊂H .
On a dim(G/K) = dim(M) = dim(U) + card(Σ). Par ailleurs, on a aussi dim(K/K#) =
rang(Ξ(K)) = rang(G) − card(Σ). Par suite dim(G/K#) = dim(G/K) + dim(K/K#) =
rang(G) + dim(U), donc dim(K#) = dim(U). Comme les groupes K# ⊂ H ont même dimen-
sion, et que H est connexe, on a K# =H , ce qui montre bien que G/K# est un espace homogène
modèle, et que NG(K#)=K . 
Remarque. Les Lemmes 1.2.1 et 1.2.2 établissent une correspondance entre espaces homogènes
modèles et orbites de certaines variétés magnifiques (ayant des systèmes sphériques particuliers).
Mais cela ne montre ni l’existence, ni l’unicité de ces objets.
Lemme 1.2.4. On conserve les notations et hypothèses du Lemme 1.2.2. On suppose G simple et
on pose H =K#.
(1) Si Σ ⊂Rmod, alors pour que Σ =Rmod, il faut et il suffit que dim(K/H) = 1.
(2) Pour que dim(K/H) = 0, il faut et il suffit que G soit de type Br (r  1) et que Σ =
Rmod ∪ 2Spair.
Preuve. Le groupe K/H est diagonalisable, et dim(K/H) = rang(Ξ(K)). Rappelons que
card(Spair) 1, et que card(Spair) = 1 signifie que G est de type Br (r  1).
Par ailleurs card(Rmod) = rang(G) − 1. Par suite dim(K/H) = rang(Ξ(K)) = rang(G) −
card(Σ)= 1 + card(Rmod)− card(Σ), d’où aussitôt les assertions du lemme. 
1.3. Rappels sur les orbites nilpotentes
Soit x ∈ Lie(G) un élément nilpotent. Soit λ : C∗ →G un morphisme de groupes algébriques,
tel que λ(C∗) soit un tore maximal d’un sous-groupe simple de dimension 3 de G, dont l’algèbre
de Lie contient x et qui est tel que λ(t).x = t2x. On sait que λ existe et est déterminé à conjugai-
son près. Désignons par P(λ) l’ensemble des g de G tels que λ(t)gλ(t)−1 tend vers une limite
dans G lorsque t → 0 ; c’est un sous-groupe parabolique de G (lorsque λ est conjugué à λ−1,
comme c’est le cas ci-dessus, on obtient ainsi des sous-groupes paraboliques conjugués à leur
opposés). Le groupe parabolique P(λ) est adapté à Gx (pour cette notion, voir A.3.2). Soit B un
sous-groupe de Borel de P(λ), soit T un tore maximal de B , et interprétons les racines positives
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pelle la caractéristique de l’orbite G.x. On sait que deux orbites nilpotentes distinctes ont des
caractéristiques différentes. Si G est simple et si · est le poids dominant de Lie(G), l’entier 〈λ, ·〉
(qui est 2) s’appelle la hauteur de l’orbite G.x.
Dans [Pa 94] (voir aussi [Pa 03]) est montré qu’une orbite nilpotente est sphérique si et
seulement si sa hauteur est  3. De plus, dans ces articles figure la liste des orbites nilpotentes
sphériques, et beaucoup de renseignements sur ces orbites.
Dans un travail en préparation, on déterminera les systèmes sphériques associés aux orbites
nilpotentes sphériques (démontrant ainsi certaines conjectures de [Pa 03]).
Supposons G simple, et soit G/H un espace homogène modèle. On conserve les notations du
Lemme 1.2.1. Soit x un élément non nul de la droite de Lie(G) fixée par H . Le lemme suivant
servira plusieurs fois dans la section 2.
Lemme 1.3.1. Si  est linéairement indépendant de Σ , alors G.x est une orbite nilpotente.
Preuve. Rappelons que K = NG(H). On peut supposer BH ouvert dans G. Soit T un tore
maximal de B comme dans l’énoncé () du début de la section 1, vérifiant Bu × T/T ∩ K ∼=
BK/K . De BH/H ∼= Bu ×T → BK/K ∼= Bu ×T/T ∩K , on déduit que le morphisme naturel
T ∩K →K/H est un isomorphisme. L’ensembleΣ étant une base deΞ(T /T ∩K), cela fournit
une suite exacte
0 → ZΣ →Ξ(T ) →Ξ(T ∩K) =Ξ(K/H) → 0.
Notons χ le caractère au moyen duquel K opère dans la droite Cx. Comme il existe une fonc-
tion de C[G/H ], qui est vecteur propre pour l’opération de B (par translations à gauche) de
valeur propre  ∈Ξ(B) =Ξ(T ), et vecteur propre pour l’opération de K/H (par translations à
droite) de vecteur propre χ , la restriction de  à T ∩K s’identifie à −χ . L’hypothèse du lemme
implique alors que K.x = C∗x, d’où il suit bien que G.x est une orbite nilpotente. 
Remarque. La conclusion du Lemme 1.3.1 n’est pas toujours vraie. En voici un exemple :
G/H = SL(2r + 1)/Sp(2r).
2. Résultats d’existence et d’unicité
On conserve les notations de la section 1.
Pour simplifier les notations, on pose Σ = Rmod ∪ 2Spair. Il est clair que, pour tout Σ ′ ⊂Σ ,
le triplet Σ ′,∅,∅ est un système sphérique.
Le résultat principal de cette section sera le suivant.
Proposition. Pour tout Σ ′ ⊂Σ , il existe une G-variété magnifique M′, unique à isomorphisme
près, dont Σ ′,∅,∅ est le système sphérique.
Cette proposition n’est qu’un cas particulier de la conjecture principale concernant les sys-
tèmes sphériques, voir A.2. Lorsque G est de type A ou D, ce résultat est donc déjà connu, voir
[Lu 01,B-P 05]. Notre démonstration suivra en gros la démarche de ces articles. La preuve de
l’unicité consistera à expliciter la structure des groupes d’isotropie de ces variétés magnifiques.
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sera donc dorénavant dans cette section que R est un système de racines irréductible de rang r .
On numérotera les éléments de S (les racines simples) et de Π (les poids fondamentaux) comme
dans Bourbaki α1, . . . , αr et π1, . . . , πr .
Remarquons qu’il y a deux cas essentiellement différents :
– le cas de type Br (r  1), où Spair = {αr} et donc Σ =Rmod ∪ {2αr} ;
– les autres cas, où Spair = ∅ et donc Σ =Rmod.
Traitons tout de suite le cas du type G2. Ce groupe étant de rang 2, le système sphérique
Σ,∅,∅ est de rang 1, et tout est bien connu. Pour G2, il n’y a que deux espaces homogènes
modèles : G/U et l’orbite nilpotente (sphérique) dont la caractéristique est 1 sur α1 et 0 sur α2.
2.1. Existence
Pour être aussi bref que possible, on va utiliser des résultats sur les espaces homogènes mo-
dèles dans la littérature. Réservons la notation M aux variétés magnifiques dont le système
sphérique estΣ,∅,∅. Remarquons qu’il suffit de montrer l’existence de M, l’existence des autres
M′ en résulte par localisation relative à Σ ′ (pour les notions de localisation, voir A.1.3 et A.2.3).
Dans [G-Z 85], les auteurs ont montré que les groupes classiques possèdent certains espaces
homogènes modèles, qui sont (avec leur notations) :
GL(n)/Sp(n− 1), O(n)/GL((n− 1)/2) et Sp(2n)/(Sp(n− 1)× Sp(n)).
On en déduit facilement pour G = SL(r + 1) (r  2) et Sp(2r) (r  3) l’existence d’un espace
homogène modèle G/H vérifiant dim(NG(H)/H) = 1. Grâce aux Lemmes 1.2.1 (version faible)
et 1.2.3, cela implique l’existence de M, lorsque le groupe G est de type Ar (r  2) et Cr (r  3).
Pour E8, les auteurs de [A-H-V 98] ont montré l’existence d’une orbite nilpotente modèle.
L’isotropie H de cette orbite vérifie NG(H)/H ∼= C∗. D’où l’existence d’un M dans ce cas.
L’existence d’un M pour E7 et E6 en résulte, par localisation par rapport à S \{α8} et S \{α7, α8}.
Considérons le cas où G est de type Dr (r  4). Supposons d’abord r = 2s pair. D’après
[Pa 94], il existe alors dans Lie(G) une orbite nilpotente sphérique dont la caractéristique est
1 sur α1, αr−1 et αr , et 0 sur les autres racines simples. Il n’est pas montré (mais seulement
conjecturé) dans cet article qu’il s’agit d’une orbite modèle. Notons H un groupe d’isotropie
de cette orbite, posons K = NG(H) et désignons par X la complétion magnifique de G/K .
Montrons que le système sphérique de X est Σ,∅,∅.
Si P (= P(λ)) est le groupe parabolique associé à cette orbite nilpotente (voir 1.3), on voit
dans [Pa 94] que KPr/P r est un groupe simple de type Cs−1 dans le groupe simple P/P r de
type Ar−3. On connaît bien le système sphérique de la complétion magnifique de P/KP r . Il
s’ensuit que le système sphérique de la complétion magnifique de G/KP r est
(∗) {α2i + 2α2i+1 + α2i+2, 1 i  s − 2}, {α2i , 1 i  s − 1}, ∅.
Par ailleurs, on a
(∗∗) card(ΔX)− card(ΣX) = dim(K/K#) = 1.
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quotient le système (∗) et qui vérifie (∗∗), est le système Σ,∅,∅. D’où l’existence d’un M
(= X) dans le cas r pair. Pour r impair, l’existence d’un M s’obtient en localisant un M du cas
r + 1 en S′ = S \ {α1}.
Dans le cas F4, la littérature mathématique semble vide de secours.
On peut alors se rabattre sur le candidat qu’on trouvera pour K lors de la preuve de l’unicité
(allez voir plus loin, en section 2.2.1, le cas F4), et prouver que ce G/K est sphérique et possède
une complétion magnifique dont le système sphérique est Σ,∅,∅.
Voici l’allure de ce candidat. Soit T un tore maximal de G. On choisit G′ un sous-groupe
simple de G de type B4, et P un sous-groupe parabolique de G de type semi-simple C3, les
deux contenant T . On pose K =G′ ∩P (qui est un sous-groupe parabolique de G′ de type semi-
simple A1 ×B2). Le groupe parabolique P est adapté à K . Soit P = LPu une décomposition de
Levi telle que K = (K ∩L)Ku soit une décomposition de Levi de K (avec Ku ⊂ P u). Montrons
que G/(K,K)Ku est sphérique. Pour cela (il faut et) il suffit que L/(K,K) soit sphérique (ce
qui est vrai) et que Lie(P u)/Lie(Ku) soit un (K,K)g-module sphérique, où (K,K)g désigne
un groupe d’isotropie générique de (K,K) dans L/(K,K). Or, on vérifie que Lie(P u)/Lie(Ku)
est ici de dimension 4, et que (K,K)g est isomorphe à SL(2) × SL(2) et opère comme deux
copies de la représentation naturelle de SL(2). Par suite G/(K,K)Ku et G/K sont sphériques.
On vérifie que NG(K) =K . Notons X la complétion magnifique de G/K . On sait que le système
sphérique de la complétion magnifique de G/KP r est
(∗) {α2 + 2α3 + α4}, {α2, α4},∅.
Par ailleurs, on a
(∗∗) card(ΔX)− card(ΣX) = dim(K/K#) = 1.
Une analyse (combinatoire) montre que le seul système sphérique qui possède comme quo-
tient le système (∗) et qui vérifie (∗∗), est le système Σ,∅,∅. D’où l’existence d’un M (= X)
pour F4.
Venons enfin au cas Br (r  1), qui est un peu à part. De [G-Z 85], on déduit que G/H =
SO(2r + 1)/GL(r) est un espace homogène modèle. Pour K =NG(H), on a ici K/H ∼= Z/2Z.
Déterminons le système sphérique de la complétion magnifique X de G/K . En raisonnant
comme dans le Lemme 1.2.1 (version faible), on voit que les racines sphériques de X sont conte-
nues, ou bien dans Rmod ∪ {2αr}, ou bien dans Rmod ∪ {αr}. Le second cas n’est pas possible,
puisque pour tout Σ ⊂ Rmod ∪ {αr},ZΣ est primitif dans le réseau radiciel, et que K n’est pas
connexe. En raisonnant comme dans le Lemme 1.2.3, on déduit alors de dim(K/H) = 0 que X
possède Rmod ∪ {2αr} tout entier comme ensemble de racines sphériques, d’où l’existence d’un
M (=X) pour Br (r  1).
Remarque. L’espace homogène modèle O(2r)/GL(r) de [G-Z 85] ne fournit pas d’espace ho-
mogène modèle SO(2r)/H . La classe de conjugaison de GL(r) dans O(2r) donne deux classes
de conjugaison dans SO(2r), donc deux espaces homogènes (sphériques) SO(2r)/GL(r)±, qui
ne sont pas modèles.
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2.2.1. Commençons par montrer l’unicité de M, lorsque G (supposé simple) n’est pas de
type Br , r  1. Dans ce cas Spair = ∅, et par conséquent Σ =Rmod.
Soit K un groupe d’isotropie dans l’orbite ouverte de G dans M. On montrera l’unicité de
M, en donnant une description explicite de K . On note Δ l’ensemble des couleurs de M. On les
numérotera δ1, . . . , δr en demandant ρ(δi) = (αi)∨ (1 i  r).
On va procéder cas par cas, selon le type de G. Pour comprendre plus facilement certains
arguments, on conseille la lecture de A.3.2 et A.3.3 (le cas F4 y sert d’exemple, et est traité de
façon assez détaillée).
Le cas Ar , r  2.
Supposons d’abord r = 2s pair. Le groupe K est ici réductif (voir A.3.3). On vérifie que
l’ensemble Δ = {δ2i−1, 1 i  s} est distingué adapté dans Δ ; de plus, on voit que
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1, 1 i  s − 1}, {α2i−1, 1 i  s}, ∅.
Soient P et L comme dans A.3.3. Puisque K est réductif, K est contenu dans L. De la forme ex-
plicite de (Σ,∅,∅)/Δ suit que K∩(L,L) est déterminé à conjugaison près, et que ce groupe est
simple de type Cs . Puisque dim(Kr) = dim(Lr) = 1, K = (K ∩ (L,L))Lr , donc est déterminé
à conjugaison près. D’où l’unicité de M (à isomorphisme près), lorsque r est pair.
Supposons maintenant r = 2s + 1 impair. On vérifie que l’ensemble Δ = {δ2i , 1  i  s}
est distingué adapté dans Δ, et qu’on a
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i + 2α2i+1 + α2i+2, 1 i  s − 1}, {α2i , 1 i  s}, ∅.
De cette forme explicite de (Σ,∅,∅)/Δ on déduit que K est de type semi-simple Cs .
Par ailleurs, l’ensemble Δ = {δ2i−1, 1 i  s + 1} est aussi distingué dans Δ, et
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1, 1 i  s}, {α2i−1, 1 i  s + 1}, ∅.
On en déduit que K est contenu dans un sous-groupe (unique à conjugaison près) G′ de G, qui
est simple de type Cs+1.
Comme K n’est pas réductif, il est contenu dans au moins un sous-groupe parabolique propre
P ′ de G′. Puisque K est de type semi-simple Cs , ce P ′ a forcément même type semi-simple, donc
est déterminé à conjugaison près. Etant donné que K et P ′ ont même dimension dimU + 1, on
a K = P ′. D’où l’unicité de M (à isomorphisme près), lorsque r est impair.
Le cas Cr , r  3.
Supposons d’abord r = 2s pair. On vérifie que l’ensembleΔ = {δ2i , 1 i  s} est distingué
adapté dans Δ, est qu’on a
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i + 2α2i+1 + α2i+2, 1 i  s − 1}, {α2i , 1 i  s}, ∅.
De la forme explicite de (Σ,∅,∅)/Δ résulte que le type semi-simple de K est Cs−1 ×Cs .
L’ensemble Δ = {δ2i−1, 1 i  s} est aussi distingué dans Δ ; de plus
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1 (1 i  s − 1), αr−1 + αr}, {α2i−1, 1 i  s}, ∅.
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qui est semi-simple de type Cs ×Cs .
Comme K n’est pas réductif, il est contenu dans au moins un sous-groupe parabolique propre
P ′ de G′. Puisque K est de type semi-simple Cs−1 × Cs , ce P ′ a forcément même type semi-
simple, donc est déterminé à conjugaison près. Etant donné que K et P ′ ont même dimension
dim(U)+ 1, on a K = P ′. D’où l’unicité de M (à isomorphisme près), lorsque r est pair.
Supposons maintenant r = 2s + 1 impair. On vérifie que l’ensemble Δ = {δ2i , 1  i  s}
est distingué adapté dans Δ, et qu’on a
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i + 2α2i+1 + α2i+2 (1 i  s − 1), αr−1 + αr}, {α2i , 1 i  s}, ∅.
De la forme explicite de (Σ,∅,∅)/Δ résulte que K est de type semi-simple Cs ×Cs .
L’ensemble Δ =Δ \ {δ2i−1, 1 i  s + 1} est aussi distingué dans Δ, et on a
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1, 1 i  s}, {α2i−1, 1 i  s + 1}, ∅.
On en déduit que K est contenu dans un sous-groupe (unique à conjugaison près) G′ de G, qui
est semi-simple de type Cs ×Cs+1.
Comme K n’est pas réductif, il est contenu dans au moins un sous-groupe parabolique propre
P ′ de G′. Puisque K est de type semi-simple Cs × Cs , ce P ′ a forcément même type semi-
simple, donc est déterminé à conjugaison près. Etant donné que K et P ′ ont même dimension
dim(U)+ 1, on a K = P ′. D’où l’unicité de M (à isomorphisme près), lorsque r est impair.
Le cas Dr , r  4.
Supposons d’abord r = 2s pair. Soit x un élément non nul de Lie(G) fixé par H . En type
Dr (r  4), Lie(G) est un G-module simple de poids π2. On vérifie que x est nilpotent (voir
Lemme 1.3). On notera [x] l’élément correspondant dans l’espace projectif P(Lie(G)). On
constate que tout sous-ensemble distingué non vide de Δ contient δ2. Il s’ensuit que G/K et
G.[x] sont isomorphes (voir A.3.5). Il en résulte que dim(G.x) = dim(G/H) = dim(B). Or, en
consultant [Pa 94], on voit qu’il n’y a qu’une seule orbite nilpotente sphérique de cette dimen-
sion, celle dont la caractéristique vaut 1 sur α1, αr−1 et αr , et 0 sur les autres racines simples.
D’où l’unicité de M (à isomorphisme près), lorsque r est pair.
Supposons maintenant r = 2s + 1 impair. On vérifie que l’ensemble Δ = {δ2i−1, 1 i  s}
est distingué adapté dans Δ, et qu’on a
(Σ,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1, 1 i  s − 1}, {α2i−1, 1 i  s}, ∅.
De la forme explicite de (Σ,∅,∅)/Δ résulte que le type semi-simple de K est Cs .
Par ailleurs, l’ensemble Δ = {δi , 2 i  r − 2} est aussi distingué dans Δ.
De plus,
(Σ,∅,∅)/Δ = {α1 + · · · + αr−2 + αr−1, α1 + · · · + αr−2 + αr}, {αi,2 i  r − 2}, ∅.
Ce système sphérique de rang 2 est bien connu. On en déduit que K est contenu dans un sous-
groupe parabolique P ′ de type semi-simple Ar−2 d’un groupe simple G′ de type Br−1 de G
(bien déterminés à conjugaison près).
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même radical. Par suite K est déterminé à conjugaison près. D’où l’unicité de M (à isomorphisme
près), lorsque r est impair.
Le cas F4 . (Pour plus de détails sur ce qui va suivre, voir A.3.2 et A.3.3.)
On voit que Δ = {δ1, δ2, δ3} est distingué dans Δ, et que (Σ,∅,∅)/Δ est égal à {α1 +
2α2 + 3α3 + 2α4}, {α1, α2, α3},∅. On en déduit que K est contenu dans un sous-groupe (unique
à conjugaison près) G′ de G, qui est simple de type B4.
Par ailleurs, on voit que Δ = {δ2, δ4} est distingué adapté dans Δ, et que (Σ,∅,∅)/Δ
est égal à {α2 + 2α3 + α4}, {α2, α4},∅. De l’allure explicite de ce système on déduit l’existence
d’un sous-groupe parabolique P de G vérifiant : P contient K , P/P r est simple de type C3 et
KPr/P r est semi-simple de type A1 ×B2.
Comme K n’est pas réductif, il est contenu dans au moins un sous-groupe parabolique propre
P ′ de G′. Puisque K est de type semi-simple A1 ×B2, ce P ′ a forcément même type semi-simple,
donc est déterminé à conjugaison près. Etant donné que K et P ′ ont même dimension 25, on a
K = P ′.
D’où l’unicité de M, à isomorphisme près.
Les cas Er (r = 6,7,8).
Supposons r = 6. On voit que Δ = {δ2, δ3, δ4, δ5} est distingué dans Δ, et que
(Σ,∅,∅)/Δ = {2α1 + 2α3 + 2α4 + α2 + α5, α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + 2α6}, S \ {α1, α6}, ∅.
On en déduit que K est contenu dans un sous-groupe (unique à conjugaison près) G′ de G, qui
est simple de type F4.
Par ailleurs, on voit que Δ = {δ1, δ4, δ6} est distingué adapté dans Δ, et que
(Σ,∅,∅)/Δ = {α1 + 2α3 + α4, α4 + 2α5 + α6}, {α1, α4, α6}, ∅.
De l’allure explicite de ce système on déduit l’existence d’un sous-groupe parabolique P de
G vérifiant : P contient K , P/P r est simple de type A5 et KPr/P r est semi-simple de type C3.
Comme K n’est pas réductif, il est contenu dans au moins un sous-groupe parabolique propre
P ′ de G′. Puisque K est de type semi-simple C3, ce P ′ a forcément même type semi-simple,
donc est déterminé à conjugaison près. Etant donné que K et P ′ ont même dimension 37, on a
K = P ′.
D’où l’unicité de M, à isomorphisme près.
Supposons r = 7 ou 8. Soit x un élément non nul de Lie(G) fixé par H . Dans les deux cas,
on vérifie que x est nilpotent (voir Lemme 3.1). On notera [x] l’élément correspondant dans
l’espace projectif P(Lie(G)).
Pour r = 7, Lie(G) est un G-module simple de poids π1, et on constate que tout sous-
ensemble distingué non vide de Δ contient δ1.
Pour r = 8, Lie(G) est un G-module simple de poids π8, et on constate que tout sous-
ensemble distingué non vide de Δ contient δ8.
Dans les deux cas, il s’ensuit que G/K et G.[x] sont isomorphes (voir A.3.5). Il en résulte
que dim(G.x) = dim(G/H)= dim(B). Or, en consultant [Pa 94], on voit que dans les deux cas,
il n’y a qu’une seule orbite nilpotente sphérique de cette dimension,
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– pour r = 8, celle dont la caractéristique de est 1 sur α2, et 0 sur les autres racines simples.
D’où dans les deux cas l’unicité de M (à isomorphisme près). 
2.2.2. Supposons maintenant que G est de type Br , r  1. Dans ce cas Spair = {αr}, et par
conséquent Σ =Rmod ∪ {2αr}.
Le cas Σ ′ =Rmod . (On peut alors utiliser les mêmes notations pour les couleurs que dans 2.2.1.)
Supposons d’abord r = 2s pair. On vérifie que l’ensembleΔ = {δ2i−1, 1 i  s} est distin-
gué adapté dans Δ′, et on voit que
(Σ ′,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1, 1 i  s − 1}, {α2i−1, 1 i  s}, ∅.
De la forme explicite de (Σ ′,∅,∅)/Δ résulte que K ′ est de type semi-simple Cs .
Par ailleurs, l’ensemble Δ =Δ \ {δ1, δr} est aussi distingué dans Δ′, et on a
(Σ,∅,∅)/Δ = {α1 + α2 + · · · + αr}, S \ {α1, αr}, ∅.
Ce système de rang 1 est bien connu. Il s’ensuit que K ′ est contenu dans un sous-groupe
parabolique P ′ de type semi-simple Ar−1 d’un sous-groupe G′ de G, qui est simple de type Dr ,
et que ce P ′ est déterminé à conjugaison près dans G.
Puisque K ′ est de type semi-simple Cs , pour des raisons de dimensions, on voit que K ′ et
P ′ ont même radical. Par suite K ′ est déterminé à conjugaison près. D’où l’unicité de M′ (à
isomorphisme près), lorsque r est pair.
Supposons maintenant r = 2s + 1 impair. Soit x un élément non nul de Lie(G) fixé par
H ′ = (K ′)#. En type Br (r  3), Lie(G) est un G-module simple de poids π2. On vérifie que x
est nilpotent (voir Lemme 1.3.1). On notera [x] l’élément correspondant dans l’espace projectif
P(Lie(G)). On constate que tout sous-ensemble distingué non vide de Δ′ contient δ2. Il s’ensuit
que G/K ′ et G.[x] sont isomorphes (voir A.3.5). Il en résulte que dim(G.x) = dim(G/H ′) =
dim(B). Or, en consultant [Pa 94], on voit qu’il n’y a qu’une seule orbite nilpotente sphérique
de cette dimension, celle dont la caractéristique vaut 1 sur α1 et αr , et 0 sur les autres racines
simples. D’où l’unicité de M′ (à isomorphisme près), lorsque r est impair.
Venons maintenant aux cas où Σ ′ ⊂Σ contient 2αr , et posons Σ ′ = (Σ ′ \ {2αr})∪ αr . On a
alors deux systèmes sphériques très proches :
(a) Σ ′,∅,∅ ;
(a) Σ ′, ∅, A(αr) où les +δr , −δr ∈ A(αr) valent (αr)∨/2 sur ZΣ ′.
Comme il existe une variété magnifique M′ ayant (a) comme système sphérique (voir 2.1), il
résulte de A.3.1 qu’il en est de même pour le système (a). En effet, soit K ′ un groupe d’isotropie
de l’orbite ouverte de G dans M′ ; alors l’augmentation évidente de réseau ZΣ ′ du système
sphérique de M′, correspond à un sous-groupe connexe d’indice 2 dans K ′, forcément égal à
(K ′)◦ ; et la théorie des plongements des espaces homogènes sphériques montre que G/(K ′)◦ a
une complétion magnifique (unique) M′ dont le système sphérique est (a). Inversement, l’unicité
de M′ (jointe à l’existence de M′) entraîne l’unicité de M′, car K ′ =NG((K ′)◦).
D. Luna / Journal of Algebra 313 (2007) 292–319 305Notons Δ= {δ1, . . . , δr−1,+ δr ,− δr} l’ensemble des couleurs du système sphérique (a).
Le cas Σ ′ =Σ =Rmod ∪ {2αr}.
Pour montrer l’unicité de M, montrons qu’une variété magnifique M de système sphérique
(a) est unique. On voit que l’ensembleΔ = {δ1, . . . , δr−1,+ δr} est distingué homogène dansΔ.
Soit P un sous-groupe parabolique de G correspondant à Δ (P est de type semi-simple Ar−1).
Puisque K◦ est réductif, il est contenu dans un sous-groupe de Levi L de P . Pour des raisons de
dimensions, on a forcément K◦ = L. D’où l’unicité de M (et de M).
Remarque. Ici K◦ =K# =H , et on vient de retrouver le plongement de GL(r) dans SO(2r +1)
de [Kr 79].
Le cas Σ ′ = {α1 + α2, . . . , αr−2 + αr−1,2αr}.
Il suffit de montrer l’unicité pour le système (a) correspondant. Notons K ′ un groupe d’iso-
tropie dans l’orbite ouverte de G dans M′, et notons Δ′ = {δ1, . . . , δr−1,+ δr ,− δr} l’ensemble
des couleurs de (a).
Supposons d’abord r = 2s + 1 impair. On vérifie que l’ensemble Δ = {δ2i−1, 1 i  s} est
distingué adapté dans Δ′, et on voit que
(Σ ′,∅,∅)/Δ = {α2i−1 + 2α2i + α2i+1 (1 i  s − 1), αr}, {α2i−1, 1 i  s}, A(αr).
De la forme explicite de (Σ ′,∅,∅)/Δ résulte que K ′ est de type semi-simple Cs .
Par ailleurs, l’ensemble Δ = Δ′ \ {δ1, δr−1,+ δr ,− δr} est aussi distingué dans Δ′, et on a
(Σ ′,∅,∅)/Δ = {α1 + · · · + αr−1, αr}, S \ {α1, αr−1, αr}, A(αr).
Ce système de rang 2 est connu. On sait qu’il correspond à la complétion magnifique de G/P ′,
où P ′ est un sous-groupe parabolique de type semi-simple Ar−1 d’un sous-groupe simple G′ de
type Dr de G (bien déterminés à conjugaison près dans G). On peut supposer K ′ ⊂ P ′. Puisque
le type semi-simple de K ′ est Cs , et compte tenu des dimensions de K ′ et de P ′, on voit qu’ils
ont même radical. Par suite K ′ est déterminé à conjugaison près.
D’où l’unicité de M′ (à isomorphisme près), lorsque r est impair.
Supposons maintenant r = 2s pair. Soit x un élément non nul de Lie(G) tel que [x] (l’élément
correspondant dans l’espace projectif P(Lie(G))) soit fixé par K ′. En type Br (r  3), Lie(G)
est un G-module simple de poids π2. On vérifie que x est nilpotent (voir Lemme 1.3.1). On
constate que tout sous-ensemble distingué non vide de Δ′ contient δ2. Par suite G/K ′ et G.[x]
ont même dimension (voir A.3.5). Il en résulte que dim(G.x) = dim(G/K ′)+1 = dim(B). Or, en
consultant [Pa 94], on voit qu’il n’y a qu’une seule orbite nilpotente sphérique de cette dimension,
celle dont la caractéristique vaut 1 sur α1 et αr−1, et 0 sur les autres racines simples. Comme
K ′ = (G[x])◦, cela montre l’unicité de M′ (à isomorphisme près), lorsque r est impair.
2.2.3. Fin de la preuve d’unicité
(A) Supposons d’abord que Σ ′ ∩ Spair = ∅, et montrons que la variété magnifique M′ ayant
Σ ′,∅,∅ comme système sphérique est unique à isomorphisme près (pour les notions « induction
parabolique » et « produit fibré » employées ci-dessous, voir A.3.2 et A.3.4).
On procède par récurrence sur r . Si Σ ′ = Rmod, l’assertion est vraie d’après 2.2.1 et 2.2.2.
Sinon, il existe σ ∗ ∈ Rmod \ Σ ′. Si R(S \ S(σ ∗)) est irréductible, alors Σ ′,∅,∅ est obtenu
par induction parabolique à partir d’un système sphérique de même type (A) de rang < r .
Si R(S \ S(σ ∗)) n’est pas irréductible, alors Σ ′,∅,∅ est obtenu par produit fibré à partir de
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récurrence.
(B) Supposons enfin que R est de type Br , et que 2αr ∈Σ ′. Montrons que la variété M′ ayant
(a) comme système sphérique est unique à isomorphisme près.
On procède par récurrence sur r . Si Σ ′ =Σ et si Σ ′ =Σ \ {αr−1 + αr}, l’assertion est vraie
d’après 2.2.2. Sinon, il existe σ ∗ = αs−1 + αs (s < r) qui n’est pas dans Σ ′. Si σ ∗ = α1 + α2,
alorsΣ ′,∅,∅ est obtenu par induction parabolique à partir d’un système sphérique de même type
(B) de rang < r . Si σ ∗ = αs−1 +αs (2 < s < r), alorsΣ ′,∅,∅ est obtenu par produit fibré à partir
d’un système vu en (A) et d’un système de même type (B) de rang < r . Dans les deux cas, on
conclut par récurrence.
2.3. Preuve du Lemme 1.2.1
Grâce au Lemme 1.1.2, puisque tout facteur simple adjoint de G est facteur direct, il suffit de
considérer deux cas :
– G ne contient pas de facteur simple adjoint de type Br , r  1 ;
– G = SO(2r + 1), r  1.
Le premier cas est couvert par la version faible du lemme déjà démontrée.
Supposons donc G = SO(2r + 1) et soit G/H un espace homogène modèle. Désignons par
Σ ′ l’ensemble des racines sphériques de la complétion magnifique de G/NG(H). En reprenant
les arguments vus pour la version faible, on voit qu’il suffit d’écarter la possibilité αr ∈ Σ ′ ⊂
Rmod ∪ {αr}.
Revenons aux notations de 2.2.2. Des résultats d’existence et d’unicité de la section 2 résulte
que H ⊂ K ′ ⊂ K ′, où K ′ (resp. K ′) est un groupe d’isotropie de l’orbite ouverte de G dans une
variété magnifique ayant (a) (resp. (a)) comme système sphérique, et que ces sous-groupes K ′
et K ′ sont uniques. Par ailleurs, on a vu dans la preuve de la version faible, que H correspond à
une augmentation du système sphérique (a). De A.3.1 résulte alors que NG(H) est égal à K ′ (et
non à K ′), ce qui montre que Σ ′ ⊂Rmod ∪ {2αr}.
3. Preuve du théorème
Soit G un groupe semi-simple connexe de système de racines R.
3.1. Définition de la variété magnifique modèle
Désignons par Spair(G) l’ensemble des α ∈ Spair tels que G(α) est un groupe adjoint. Notons
n le nombre des sous-groupes simples distingués de G ;
n = le nombre n− card(Spair(G)).
Soit G/H un espace homogène modèle. Notons Σ(G/H) l’ensemble des racines sphériques
de la complétion magnifique de G/NG(H). D’après les sections précédentes, Σ(G/H) est
contenu dans Rmod ∪ 2Spair(G), et les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Σ(G/H) =Rmod ∪ 2Spair(G) ;
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(c) la dimension de G/NG(H) est maximale (c’est-à-dire = dim(B)− n =).
D’après les sections précédentes, il existe un unique espace homogène modèle vérifiant les
conditions (a), (b) ou (c). On notera G/Hpr cet espace homogène modèle, et on l’appellera « es-
pace homogène modèle principal ».
Désignons par MG la variété magnifique dont le système sphérique est Rmod ∪ 2Spair(G),∅,∅
(d’après la section 2 cette variété existe et est unique à isomorphisme près).
3.2. Preuve du théorème
La variété magnifique MG remplit les assertions du théorème. En effet, 1.2.1 et 1.2.2 montrent
les conditions (1) et (2) ; et ces conditions impliquent que MG est la complétion magnifique de
G/NG(Hpr), d’où l’assertion d’unicité du théorème.
3.3. Structure des espaces homogènes modèles
Récapitulons ici ce que les Sections 1 et 2 nous ont appris.
Un sous-groupe H de G sera appelé un sous-groupe modèle, si G/H est un espace homogène
modèle.
Pour qu’un sous-groupe H soit un sous-groupe modèle, il faut et il suffit que son intersection
avec tout sous-groupe distingué simple de G soit un sous-groupe modèle. Si G n’a pas de facteur
simple isomorphe à l’un des SO(2r +1) (r  1), alors tout sous-groupe modèle est produit semi-
direct d’un sous-groupe semi-simple connexe avec un groupe unipotent. Dans le cas SO(2r + 1),
certains sous-groupes modèles sont produit semi-direct d’un groupe réductif connexe (ayant un
centre de dimension 1) avec un groupe unipotent.
Voici comment on peut obtenir Hpr (les choix successifs ci-dessous sont uniques à conjugai-
son près), lorsque G est simple.
(1) G est de type Ar (r  2).
Si r = 2s est pair, on choisit un sous-groupe G′ simple de type Ar−1 de G, puis on prend pour
Hpr un sous-groupe simple de type Cs de G′.
Si r = 2s + 1 est impair, on choisit G′ un sous-groupe simple de type Cs+1 de G, puis on
pose Hpr = P ′# où P ′ est un sous-groupe parabolique de type semi-simple Cs de G′.
(2) G est simplement connexe de type Br (r  2).
Si r = 2s est pair, on choisit un sous-groupe G′ simple de type Dr de G, on choisit un sous-
groupe parabolique P ′ de type semi-simple Ar−1 dans G′ (unique à conjugaison près dans G),
puis on obtient Hpr en remplaçant la partie semi-simple de P ′ par un sous-groupe simple de type
Cs (tout en gardant le radical de P ′).
Si r = 2s + 1 est impair, on choisit x ∈ Lie(G) dont l’orbite G.x est nilpotente de caractéris-
tique 1 sur α1 et αr , et 0 sur les autres racines simples, puis on pose Hpr = (Gx)◦. On sait que
Hpr est de type semi-simple Cs .
(2′) G est adjoint de type Br (r  1).
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Si r = 2, on choisit pour Hpr un sous-groupe de Levi d’un parabolique minimal associé à la
racine simple longue.
Si r  3, on choisit pour Hpr un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de type
semi-simple Ar−1.
(3) G de type Cr (r  3).
Si r = 2s est pair, on choisit un sous-groupe G′ simple de type Cs × Cs de G, puis on pose
Hpr = P ′# où P ′ est un sous-groupe parabolique de type semi-simple Cs−1 ×Cs de G′.
Si r = 2s + 1 est impair, on choisit un sous-groupe G′ simple de type Cs+1 ×Cs de G, puis
on pose Hpr = P ′# où P ′ est un sous-groupe parabolique de type semi-simple Cs ×Cs de G′.
(4) G est de type Dr (r  4).
Si r = 2s est pair, on choisit x ∈ Lie(G) dont l’orbite G.x est nilpotente de caractéristique 1
sur α1, αr−1 et αr , et 0 sur les autres racines simples, puis on pose Hpr = (Gx)◦. On sait que Hpr
est de type semi-simple Cs−1.
Si r = 2s + 1 est impair, on choisit un sous-groupe G′ simple de type Br−1 de G, on choi-
sit un sous-groupe parabolique P ′ de type semi-simple Ar−2 dans G′, puis on obtient Hpr en
remplaçant la partie semi-simple de P ′ par un sous-groupe simple de type Cs (tout en gardant le
radical de P ′).
(5) G est de type G2.
On choisit x ∈ Lie(G) dont l’orbite G.x est nilpotente de caractéristique 1 sur α1 et 0 sur α2,
puis on pose Hpr = (Gx)◦. On sait que Hpr est de type semi-simple A1.
(6) G est de type F4.
On choisit un sous-groupe G′ simple de type B4 de G, puis on pose Hpr = P ′# où P ′ est un
sous-groupe parabolique de type semi-simple A1 ×B2 de G′.
(7) G est de type E6.
On choisit un sous-groupe G′ simple de type F4 de G, puis on pose Hpr = P ′# où P ′ est un
sous-groupe parabolique de type semi-simple C3 de G′.
(8) G est de type E7.
On choisit x ∈ Lie(G) dont l’orbite G.x est nilpotente de caractéristique 1 sur α2 et α7, et 0 sur
les autres racines simples, puis on pose Hpr = (Gx)◦. On sait que Hpr est de type semi-simple C3.
(9) G est de type E8.
On choisit x ∈ Lie(G) dont l’orbite G.x est nilpotente de caractéristique 1 sur α2 et 0 sur les
autres racines simples, puis on pose Hpr =Gx . On sait que Hpr est de type semi-simple C4.
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cas principaux ci-dessus (et du cas supplémentaire de type Br traité en 2.2.2), en utilisant les
constructions de 2.2.3.
4. Compléments et questions
Deux préprints récents [Br 06,B-CF 06] :
– l’un concernant divers aspects des variétés magnifiques,
– l’autre sur la structure de certains schémas de Hilbert équivariants,
au delà de leur propos et de leur intérêt propres, permettent également d’éclairer sous des angles
nouveaux le sujet traité dans cet article. C’est pourquoi il nous a paru intéressant d’en parler
brièvement.
Supposons dans la suite G semi-simple et simplement connexe, et désignons par T un tore
maximal de G.
4.1. Le préprint [Br 06]
Dans [Br 06], pour toute G-variété magnifique X, on introduit et étudie une algèbre R(X),
appelée « anneau total des coordonnées » (voir [Br 06, Section 3]). Dans la suite, pour simplifier
nos énoncés, on ne considérera que des variétés magnifiques strictes (c’est-à-dire celles dont tout
groupe d’isotropie est égal à son normalisateur, voir aussi A.2.2). On notera Σ l’ensemble des
racines sphériques et Δ l’ensemble des couleurs de X.
Dans [Br 06], R(X) est introduite comme (G × (C∗)Δ)-algèbre. S’y trouve aussi un mor-
phisme u :T → (C∗)Δ (voir [Br 06, Section 3.2]). On peut montrer que u est surjectif lorsque
X est stricte. Par conséquent, sous cette hypothèse, R(X) peut être considérée comme (G× T )-
algèbre (intègre, intégralement close, de type fini sur le corps de base) sans multiplicités sous
l’opération de G × T . Désignons par X = spec(R(X)) la (G× T )-variété affine sphérique cor-
respondante, et par X◦ l’ouvert G-stable formé des orbites de T dans X de dimension maximale.
Alors
– le quotient X◦/T existe et est isomorphe à X ;
– la T -variété X//G est isomorphe à l’espace vectoriel CΣ , dans lequel T opère au moyen
des poids Σ ;
– le morphisme π :X →X//G = CΣ est plat à fibres irréductibles et normales ;
– l’intersection de X◦ avec chaque fibre de π est un ouvert dont le complémentaire est de
codimension 2.
(On laisse au lecteur le soin de déduire ces assertions, et celles qui suivront, des énoncés de [Br
06].)
Les deux projections de X◦ sur X et sur CΣ induisent des bijections naturelles entre :
– l’ensemble des orbites de G× T dans X◦,
– l’ensemble des orbites de G dans X,
– l’ensemble des orbites de T dans CΣ , et
– l’ensemble des sous-ensembles de Σ .
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X est isomorphe à G/NG(H), et si G/K est isomorphe à une orbite dans X, alors son image
réciproque dans X◦ est composé d’orbites de G isomorphes à G/K#.
Lorsque X = M est la variété magnifique modèle, les orbites de G dans M◦ sont des espaces
homogènes modèles. L’article [Br 06] fournit donc une très jolie interprétation de la correspon-
dance de notre théorème entre espaces homogènes modèles (à isomorphisme près) et orbites dans
la variété magnifique modèle.
Mais a priori, les résultats de [Br 06] sur R(X) ne semblent pas impliquer nos assertions
d’existence et d’unicité de la section 2. D’où la question suivante :
Question. Peut-on préciser la présentation de R(X) donnée dans [Br 06, Proposition 3.3.1], de
façon à obtenir l’existence et l’unicité de R(X) (et donc de X) uniquement en termes du système
sphérique de X ?
4.2. Le préprint [B-CF 06]
Soit Γ un sous-semi-groupe du semi-groupe des poids dominants de G. On dit que Γ est
saturé si tout poids dominant de ZΓ appartient à Γ .
Si G/H est un espace homogène sphérique quasi-affine et si la complétion magnifique de
G/NG(H) est stricte, alors le semi-groupe ΓG/H (c’est-à-dire le semi-groupe des poids de B
dans C[G/H ]) est saturé.
On dispose d’une théorie d’espaces de modules équivariante (voir [A-B 05]), qui s’applique
en particulier aux G-espaces homogènes sphériques quasi-affines à semi-groupe saturé Γ fixé.
En particulier, on dispose dans ce cas d’une notion de schéma de Hilbert équivariant HilbG(Γ ),
dans lequel le tore T opère de façon naturelle, ayant comme seule orbite fermée un point fixe 0
(qui correspond au cas horosphérique).
Dans [B-CF 06] (sous l’hypothèse que Γ est libre et saturé) les auteurs montrent, si Σ(Γ )
désigne l’ensemble des poids de T dans T0(HilbG(Γ )),
(a) que Σ(Γ ), Sp(Γ ),∅ est un système sphérique strict ;
(b) que tout système sphérique strict est le système sphérique d’une variété magnifique ;
et, utilisant les résultats de [Pe 05], ils en déduisent que HilbG(Γ ) est, en tant que T -variété,
isomorphe à CΣ(Γ ).
Bien qu’aucun exemple précis ne soit traité dans (la version actuelle de) [B-CF 06], je suppose
qu’on a Σ(Π) = Rmod. Ce travail, tout en se plaçant dans un cadre bien plus général, jette donc
aussi un regard nouveau et intéressant sur la structure des espaces homogènes modèles. En effet,
le calcul Σ(Π) = Rmod semble pouvoir conduire à une preuve alternative de l’unicité de la
variété magnifique modèle (preuve non constructive).
Peut-on espérer obtenir de cette façon aussi une preuve de l’existence des variétés magni-
fiques (modèles) ? Pour discuter cette question, entrons un peu dans le détail de [B-CF 06]. Pour
simplifier, on se bornera au cas Γ = Π . Notons V la somme directe des représentations fonda-
mentales, et V ◦ l’ensemble des vecteurs dont toutes les projections sur les facteurs de V sont non
nulles. Faisons opérer T dans V par les poids fondamentaux dans les facteurs. Dans [B-CF 06]
est montré que l’ensemble Y ◦, réunion des G-orbites modèles dans V ◦, est une sous-variété de
V ◦ lisse stable par T , et que Y ◦/T est isomorphe à la G-variété magnifique des modèles (Y ◦ est
sans doute isomorphe à l’ensemble M◦ de 4.1).
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ments de déformation) ? Peut-on décrire explicitement au moins les orbites modèles principales
dans V ◦ (ceci n’est pas difficile dans le cas A ; mais peut-on le faire par exemple pour les groupes
exceptionnels) ?
Autrement dit, les auteurs de [B-CF 06] utilisent l’existence des variétés magnifiques
(strictes), pour en déduire des résultats sur certains espaces de modules équivariants, mais ne
pourrait-on pas procéder à l’envers ?
Appendice A
Cet appendice contient des définitions, des énoncés (sans preuve) et quelques exemples
concernant les systèmes sphériques et leurs relations avec les variétés magnifiques. Il s’agit d’un
résumé (d’une partie) de [Lu 01] et de quelques articles plus récents. On formalisera davantage
certains points qui dans [Lu 01] n’apparaissent que de façon implicite. En revanche, pour simpli-
fier, on se bornera dans certains énoncés et dans les exemples aux systèmes sphériques et variétés
magnifiques strict(e)s.
A.1. Systèmes sphériques
On conserve les notations R,S, . . . de la section 1.
Rappelons que ZS est le réseau radiciel. Pour tout S′ ⊂ S, on notera R(S′) le système de
racines R ∩ (ZS′) (de base S′). Pour tout E ⊂ ZS, on notera S(E) le plus petit sous-ensemble S′
de S tel que E ⊂ ZS′ (le « support » de E dans S), et on posera Sp(E)= {α ∈ S,α∨ = 0 sur E}.
Si R est un système irréductible, on utilisera la numérotation de Bourbaki des racines simples.
Pour σ ∈ ZS, si R(σ) (= R(S(α))) est irréductible, on écrira aussi σ = n1α1 + · · · + nrαr avec
la numérotation de S(σ ).
A.1.1. Racines sphériques
Les racines sphériques sont certains éléments σ ∈ NS, qui se répartissent en 13 types. Voici
les 4 premiers :
type a1 σ = α (α ∈ S),
type 2a1 σ = 2α (α ∈ S),
type a1 × a1 σ = α + β (α,β ∈ S,α⊥β),
type ar (r  2) σ = α1 + · · · + αr, R(σ ) est de type Ar.
Puis il y a 9 autres types, où σ est égal, ou bien à un poids fondamental, ou bien au double d’un
poids fondamental de R(σ) (mais ces propriétés ne suffisent pas pour caractériser ces σ ) :
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type 2br (r  2) σ = 2α1 + · · · + 2αr R(σ) est de type Br,
type b3 σ = α1 + 2α2 + 3α3 R(σ) est de type B3,
type cr (r  3) σ = α1 + 2α2 + · · · + 2αr−1 + αr R(σ) est de type Cr,
type dr (r  3) σ = 2α1 + · · · + 2αr−2 + αr−1 + αr R(σ) est de type Dr,
(attention D3 =A3!)
type f4 σ = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 R(σ) est de type F4,
type g2 σ = α1 + α2 R(σ) est de type G2,
type g2 σ = 2α1 + α2 R(σ) est de type G2,
type 2g2 σ = 4α1 + 2αr R(σ) est de type G2.
On notera Σ(R) l’ensemble des racines sphériques de R.
Pour σ ∈Σ(R), on pose :
Spp(σ ) = Sp(σ )∩ S(σ ), sauf si σ est de type br ou cr ,
auquel cas on pose :
Spp(σ )= (Sp(σ )∩ S(σ )) \ {αr} si σ est de type br ;
Spp(σ )= (Sp(σ )∩ S(σ )) \ {α1} si σ est de type cr .
Pour σ ∈Σ(R) et Sp ⊂ S, on dira que Sp est compatible avec σ , si Spp(σ )⊂ Sp ⊂ Sp(σ ).
A.1.2. Systèmes sphériques
Soit Σ un sous-ensemble de Σ(R). Un multi-sous-ensemble (fini) A de (ZΣ)∗ (c’est-à-dire
muni d’une application ρ : A → (ZΣ)∗) sera dit « adapté » à Σ , si A vérifie les conditions sui-
vantes (où l’on pose A(α) = {δ ∈ A, 〈ρ(δ), σ 〉 = 1}) :
(A1) Pour tout δ ∈ A, σ ∈Σ , on a 〈ρ(δ), σ 〉 1, et 〈ρ(δ), σ 〉 = 1 implique σ ∈ S ∩Σ ;
(A2) Pour tout α ∈ S ∩ Σ , A(α) contient deux éléments, et si A(α) = {+δα,−δα}, alors
〈ρ(+δα), σ 〉 + 〈ρ(−δα), σ 〉 = 〈α∨, σ 〉, quel que soit σ ∈Σ ;
(A3) A est la réunion des A(α), α ∈ S ∩Σ .
On dit qu’un un triplet Σ, Sp,A formé
(1) d’un sous-ensemble sans éléments proportionnels Σ de Σ(R),
(2) d’un sous-ensemble Sp ⊂ S,
(3) d’un multi-sous-ensemble A adapté à Σ ,
est un « système sphérique », s’il possède les propriétés suivantes :
(Σ1) Si 2α ∈Σ ∩ 2S, alors 〈α∨, σ 〉/2 est un entier 0, quel que soit σ ∈Σ \ {2α}.
(Σ2) Si α + β ∈Σ , avec α,β ∈ S et α⊥β , alors 〈α∨, σ 〉 = 〈β∨, σ 〉, quel que soit σ ∈Σ .
(S) Pour tout σ ∈Σ , Sp est compatible avec σ .
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(St) Pour tout σ ∈Σ , on a :
– ou bien 2σ /∈Σ(R),
– ou bien 2σ ∈Σ(R) mais Sp n’est pas compatible avec 2σ .
Les systèmes sphériques qui vérifient cette condition (St) seront appelés « stricts ». Puisque
(St) implique S ∩Σ = ∅, on a dans ce cas A = ∅, ce qui simplifie beaucoup le formalisme : ces
systèmes sont caractérisés par les seules conditions (Σ1), (Σ2), (S) et (St).
Voici trois exemples de systèmes sphériques stricts :
{α1 + α5, α2 + α4,2α3}, ∅, ∅ (R est de type A5);
{α1 + α2 + α3 + α4, α2 + 2α3 + 3α4}, {α2, α3}, ∅ (R est de type B4);
{2α1 + α2 + 2α3 + 2α4 + α5, α2 + α3 + 2α4 + 2α5 + α6}, {α2, α3, α4, α5}, ∅
(R est de type E6).
A.1.3. Localisation et couleurs d’un système sphérique
Il y deux manières de « localiser » les systèmes sphériques.
Soit Σ, Sp,A un système sphérique. Si Σ ′ ⊂ Σ , alors le « localisé en Σ ′ » est le système
Σ ′, Sp,A′, où A′ est la réunion des A(α), α ∈ S ∩Σ ′, considéré comme multi-sous-ensemble de
(ZΣ ′)∗ ; c’est un système sphérique de R.
Si S′ ⊂ S, alors le « localisé en S′ » est le systèmeΣS′ , S′ ∩Sp,A′, oùΣS′ = {σ ∈Σ , S(σ ) ⊂
S′} et où A′ est la réunion des A(α), α ∈ S′ ∩ ΣS′ , considéré comme multi-sous-ensemble de
(ZΣS′)∗ ; c’est un système sphérique de R(S′).
A tout système sphérique Σ, Sp,∅, on peut associer un multi-sous-ensemble de « couleurs »
ρ :Δ→ (ZΣ)∗ de la façon suivante :
On pose Δ= A ∪ [(S \ Sp)/ ∼], où α,β ∈ S \ Sp sont identifiés si α⊥β et α + β ∈Σ ; l’ap-
plication ρ :Δ→ (ZΣ)∗ est définie sur A par le ρ déjà donné, et sur S \ Sp par 〈ρ(α), σ 〉 =
〈α∨, σ 〉/2 si 2α ∈Σ et par 〈ρ(α), σ 〉 = 〈α∨, σ 〉 sinon. Pour tout α ∈ S \ Sp , on notera δα l’élé-
ment de Δ correspondant.
Remarque. Signalons qu’il existe une manière (très utile) de représenter tout système sphérique
sous forme de diagramme (en partant du diagramme de Dynkin), voir [Lu 01,B-P 05].
A.2. Variétés magnifiques et systèmes sphériques
On conserve les notations G,B,T , . . . de la section 1. De plus, on notera B− le sous-groupe
de Borel contenant T et opposé à B .
A.2.1. Variétés magnifiques
Soit X une G-variété magnifique (pour la définition, voir l’introduction). On sait que toute
variété magnifique est sphérique. Dans toute la suite, on supposera que le centre de G opère
trivialement dans les variétés magnifiques qu’on considère.
Désignons parΣ l’ensemble des poids de T dans TzX/Tz(G.z), où z est l’unique point fixe de
B− dans X. On sait queΣ est une base deΞX . Pour σ ∈Σ , notons X(σ) l’unique sous-G-variété
fermée de codimension 1 de X vérifiant : le poids de T dans TzX/TzX(σ) est σ .
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Pic(X). L’application ρ :Δ→ (ΞX)∗ = (ZΣ)∗ peut s’interpréter aussi de la façon suivante : les
〈ρ(D),σ 〉 sont les coefficients de [X(σ)] dans la base [D] (D ∈Δ) de Pic(X).
On sait que card(Δ(α)) = 2 si et seulement si α ∈ S ∩Σ .
Désignons par A la réunion desΔ(α), α ∈ S∩Σ . La restriction de ρ à A permet de considérer
A comme multi-sous-ensemble de (ZΣ)∗. Posons Sp = {α ∈ S,Δ(α) = ∅}.
A.2.2. Le système sphérique d’une variété magnifique
Soit X une G-variété magnifique. Le triplet Σ, Sp,A défini ci-dessus (dans A.2.1) est un
système sphérique, qu’on appelle le système sphérique de X.
Conjecture. Tout système sphérique (abstrait) est le système sphérique d’une variété magnifique,
unique à isomorphisme près.
Cette conjecture a été vérifiée dans beaucoup de cas, mais reste ouverte en général (septembre
2006).
Rappelons qu’une variété magnifique est dite « stricte » si tous ses groupes d’isotropie sont
égaux à leurs normalisateurs. Pour qu’une variété magnifique soit stricte, il faut et il suffit que
son système sphérique soit strict. Dans [Pe 05] est démontré que, pour qu’une variété magnifique
puisse se plonger dans l’espace projectif d’un G-module simple, il faut et il suffit qu’elle soit
stricte. Dans [B-CF 06] est annoncée une preuve de la conjecture ci-dessus pour les systèmes
sphériques stricts.
A.2.3. Premiers rapports entre combinatoire et géométrie
L’ensemble des couleurs de X, vu comme multi-sous-ensemble de (ZΣ)∗, s’identifie à l’en-
semble des couleurs de son système sphérique (défini en A.1.3).
Pour Σ ′ ⊂Σ , notons X′ la sous-variété magnifique de X obtenue par l’intersection des X{σ },
σ ∈ (Σ \Σ ′). Alors le localisé parΣ ′ du système sphérique de X est le système sphérique de X′.
Pour S′ ⊂ S, notons PS′ le sous-groupe parabolique de G engendré par les Pα , α ∈ S′. Alors
l’ensemble X′ des points de X fixés par (PS′)r est une variété magnifique sous le groupe semi-
simple PS′/(PS′)r , et son système sphérique est le localisé par S′ du système sphérique de X.
Soit K un groupe d’isotropie de l’orbite ouverte de G dans X. On a une suite exacte naturelle
0 → ZΣ → ZΔ→Ξ(K) → 0
(voir par exemple [Br 06, Proposition 2.2.1]). D’où en particulier l’égalité
(∗) rang(Ξ(K)) = card(Δ)− card(Σ).
A.3. Compléments
A.3.1. Augmentations d’un système sphérique
Soit Σ, Sp,A un système sphérique. Un couple Ξ ′, ρ′ formé :
(1) d’un sous-réseau Ξ ′ de Ξ(B) contenant Σ et
(2) d’une application ρ : A → (Ξ ′)∗,
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(a1) ρ′, suivi de l’application naturelle (Ξ ′)∗ → (ZΣ)∗, est égal à ρ ;
(a2) pour tout α ∈ S ∩Σ , si A(α) = {+δα,−δα}, alors 〈ρ′(+δα), γ 〉 + 〈ρ′(−δα), γ 〉 = 〈α∨, γ 〉,
quel que soit γ ∈Ξ ′ ;
(σ1) si 2α ∈Σ ∩ 2S, alors 〈α∨, γ 〉/2 est un entier, quel que soit γ ∈Ξ ′ ;
(σ2) si α + β ∈Σ , avec α,β ∈ S et α⊥β , alors 〈α∨, γ 〉 = 〈β∨, γ 〉, quel que soit γ ∈Ξ ′ ;
(s) pour tout α ∈ Sp , α∨ s’annule sur Ξ ′.
Soit X une G-variété magnifique, et soit K un groupe d’isotropie dans l’orbite ouverte de G
dans X. Notons Σ, Sp,A le système sphérique (et Δ l’ensemble des couleurs) de X. Soit H ′ un
sous-groupe de K vérifiant : G/H ′ est un espace homogène sphérique et K =NK(H ′).
On a une application naturelle π :ΔG/H ′ → Δ qui est surjective (mais non injective en gé-
néral). Toutefois, π est injective au-dessus de A, donc fournit une application ρG/H ′ : A →
(ΞG/H ′)∗.
Le couple ΞG/H ′ , ρG/H ′ est une augmentation de Σ, Sp,A.
Inversement, pour toute augmentation Ξ ′, ρ′ de Σ, Sp,A, il existe un unique sous-groupe
H ′ de K vérifiant : K = NK(H ′), G/H ′ est un espace homogène sphérique, ΞG/H ′ = Ξ ′ et
ρG/H ′ = ρ′.
A.3.2. Quotients
Soit Σ, Sp,A un système sphérique, et soit ρ :Δ→ (ZΣ)∗ son multi-sous-ensemble de cou-
leurs. Prolongeons cette application par linéarité en une application (encore notée) ρ : ZΔ→
(ZΣ)∗.
SoitΔ un sous-ensemble deΔ. On dira queΔ est distingué dansΔ, s’il vérifie la condition
suivante :
(D) il existe δ ∈ N>0Δ tel que ρ(δ) est 0 sur Σ .
L’ensemble des sous-ensembles distingués est visiblement clos par réunion.
Si Δ est distingué dans Δ, on pose :
Σ ′ = l’ensemble minimal engendrant le semi-groupe des γ ∈ NΣ annulés par tout ρ(δ), δ ∈Δ;
S′p = Sp ∪ {α ∈ S,Δ(α) ⊂Δ};
A′ = la réunion des A(α) (α ∈ S ∩Σ ′)
(considérée comme multi-sous-ensemble de (ZΣ ′)∗, où ρ′ : A′ → (ZΣ ′)∗ est l’application à la-
quelle on pense naturellement).
Alors Σ ′, S′p,A′ est un système sphérique, qu’on appelle le système sphérique quo-
tient de Σ, Sp,A relatif au sous-ensemble distingué Δ, et qu’on note par conséquent aussi
(Σ, Sp,A)/Δ.
Soit X une G-variété magnifique. Notons Σ, Sp,A son système sphérique etΔ son ensemble
de couleurs.
Soit X′ une deuxième G-variété magnifique, et soit ϕ :X → X′ un G-morphisme surjec-
tif. Posons Δϕ = {D ∈ Δ, ϕ(D) = X′}. Alors Δϕ est un sous-ensemble distingué de Δ ; si de
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(Σ, Sp,A)/Δϕ .
Inversement, soit Δ un sous-ensemble distingué de Δ. Alors il existe une G-variété magni-
fique X′ et un G-morphisme ϕ :X → X′ surjectif et à fibres connexes, uniques à isomorphisme
près, tels que Δϕ =Δ. On dira que X′ est obtenu comme quotient de X sous Δ ; on la note
aussi X/Δ.
Un sous-ensemble Δ de Δ est dit homogène, s’il est distingué et si le système sphérique
quotient est de la forme ∅, S′p,∅. Désignons par ∅(Δ) la réunion des Δ(α),α ∈ S(Σ) ; tout
sous-ensemble de Δ contenant ∅(Δ) est distingué homogène.
Les sous-ensembles homogènes de Δ correspondent aux G-morphismes ϕ :X → G/P , où P
est un sous-groupe parabolique de G. Les sous-ensembles de Δ contenant ∅(Δ) correspondent
aux cas ou le radical de P opère trivialement dans ϕ−1(P/P ) ; autrement dit, aux cas où X est
obtenu par « induction parabolique » à partir de la (P/P r)-variété magnifique ϕ−1(P/P ).
Exemple. On suppose G simple de type F4. Considérons le système sphérique Σ,∅,∅, où Σ =
{σ1 = α1 +α2, σ2 = α2 +α3, σ3 = α3 +α4}. AlorsΔ= {δ1, δ2, δ3, δ4} et ces 4 couleurs prennent
sur Σ les valeurs suivantes :
1 −1 0
1 1 −1
−2 0 1
0 −1 1
On a ρ(δ1 + δ2 + δ3) = 0 sur Σ , donc Δ = {δ1, δ2, δ3} est distingué dans Δ. On voit que
σ1 + σ2 + 2σ3 = α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 engendre le semi-groupe des γ ∈ NΣ annulés par tout
ρ(δ) (δ ∈ Δ). Par suite (Σ,∅,∅)/Δ est égal à {α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4}, {α1, α2, α3},∅. Ce
système sphérique est connu pour être celui de la complétion magnifique de l’espace symétrique
G/G′, où G′ est simple de type B4.
A.3.3. Paraboliques adaptés
Commençons par des rappels concernant les groupes semi-simples. Soit K un sous-groupe
algébrique (non nécessairement connexe) de G.
On dit que K est « très réductif » dans G, si K n’est contenu dans aucun sous-groupe parabo-
lique propre de G. Très réductif implique réductif ; si K est connexe et très réductif dans G, alors
K est même semi-simple. Si K est très réductif dans G, on dira aussi que G/K est très affine.
Un sous-groupe parabolique P de G contenant K est dit adapté à K , s’il est minimal parmi
les sous-groupes paraboliques contenant K . L’espace P/KP r est alors un (P/P r)-espace ho-
mogène très affine. Soit P = LP u une décomposition de Levi de P , telle que L contient un
sous-groupe de Levi de K . Alors K ∩L est très réductif dans L et Ku = K ∩ P u ; en particulier
K = (K ∩L)(K ∩ P u) est une décomposition de Levi de K .
Voici un critère utile : pour que G/K soit sphérique, il faut et il suffit que L/(K ∩L) le soit,
et que Lie(P u)/Lie(Ku) soit (K ∩L)g-sphérique, où (K ∩L)g désigne l’isotropie générique de
K ∩L dans L/(K ∩L) (isotropie qu’on sait être réductive).
Revenons aux variétés magnifiques. Soit X une G-variété magnifique. Soit Σ, Sp,A son sys-
tème sphérique, et Δ son ensemble de couleurs. Soit K un groupe d’isotropie de l’orbite ouverte
de G dans X.
Pour que G/K soit affine, il faut et il suffit qu’il existe γ ∈ NΣ tel que 〈ρ(δ), γ 〉 > 0, quel
que soit δ ∈Δ.
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Si Δ est un sous-ensemble distingué de Δ, désignons par Δ′ l’ensemble des couleurs de
(Σ, Sp,A)/Δ (qu’on peut identifier à Δ \Δ), et posons Δ =Δ ∪ ∅(Δ′).
Un sous-ensemble Δ distingué de Δ est dit « adapté », si Δ est un sous-ensemble homogène
minimal de Δ.
Voici la signification géométrique de cette définition. Soit P le sous-groupe parabolique de
G contenant K , qui correspond à Δ. Alors P est adapté à K , et le système sphérique quotient
(Σ, Sp,∅)/Δ est celui de la complétion magnifique de G/KP r . Cette construction permet donc
de déterminer le type « très réductif » de KPr/P r dans P/P r .
Exemple. Revenons à l’exemple de A.3.2. Rappelons qu’on suppose G simple de type F4, et
qu’on considère le système sphérique Σ,∅,∅, où Σ = {σ1 = α1 + α2, σ2 = α2 + α3, σ3 = α3 +
α4}. Alors Δ= {δ1, δ2, δ3, δ4} et ces 4 couleurs prennent sur Σ les valeurs suivantes :
1 −1 0
1 1 −1
−2 0 1
0 −1 1
Montrons que Δ = {δ2, δ4} est distingué adapté dans Δ. En effet, ρ(δ2 + δ4) est  0 sur Σ ,
donc Δ est distingué. On voit que σ2 + σ3 = α2 + 2α3 + α4 engendre le semi-groupe des
γ ∈ NΣ annulés par tout ρ(δ) (δ ∈Δ). Par suite (Σ,∅,∅)/Δ est le système {α2 + 2α3 +
α4}, {α2, α4},∅.
On a ici Δ = {δ2, δ3, δ4} qui est effectivement un sous-ensemble homogène minimal de Δ.
Donc Δ est adapté à Δ. De l’allure explicite du système quotient ci-dessus suit que P/P r
est simple de type C3, et que KPr/P r est semi-simple de type A1 × B2, leur quotient étant un
espace symétrique bien connu.
A.3.4. Produits fibrés
Certains produits fibrés de variétés magnifiques sont encore des variétés magnifiques. On va
expliquer ici seulement un cas particulier, utilisé dans la section 2. Pour simplifier, on se borne
au cadre strict.
Soit donc Σ, Sp,∅ un système sphérique strict.
Soient Si (i = 1,2) deux sous-ensembles disjoints de S tels que S = S1 ∪S2. Supposons qu’il
existe α1 ∈ S1 et α2 ∈ S2 uniques tels que α1 n’est pas orthogonal à α2. Supposons également
que ni α1 ni α2 n’est dans Sp , ni que leurs doubles soient dans Σ . On désigne par Δi la réunion
des Δ(α),α ∈ Si \ {αi}, et par Σ i l’ensemble des σ ∈Σ tels que S(σ ) ⊂ Si (i = 1,2).
On dira que S1 et S2 décomposent le système sphérique, si les conditions suivantes sont rem-
plies :
(d) les Δi (i = 1,2) sont distingués dans Δ ;
(s) Σ =Σ1 ∪Σ2.
Si ces conditions sont réalisées, alors :
(Σ, Sp,∅)/Δ1 =Σ2, Sp ∪
(
S1 \ {α1}
)
, ∅,
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(
S2 \ {α2}
)
, ∅,
(Σ, Sp,∅)/(Δ1 ∪Δ2) = ∅, S \ {α1α2}, ∅.
Soit X une variété magnifique de système sphérique Σ, Sp,∅.
Posons Xi =X/Δi (i = 1,2), et G/Q =X/(Δ1 ∪Δ2).
Alors X est isomorphe au produit fibré X1 ×G/Q X2.
A.3.5. Systèmes sphériques et poids dominants
On suppose G simplement connexe. Soit X une G-variété magnifique stricte. Notons Z l’or-
bite fermée, et K un groupe d’isotropie de l’orbite ouverte de G dans X. Pour ω ∈ NΠ notons
Vω un G-module simple de poids dominant ω. On sait que K laisse fixe au plus un point de
P(Vω).
Soit Σ, Sp,∅ le système sphérique de X, et soit Δ l’ensemble des couleurs (de X et de son
système sphérique).
Définissons une application (injective) ω : ZΔ→ ZΠ par
ω(δ) =
{
ωα +ωβ,
2ωα,
ωα
si δ ∈Δ(α) et
{
s’il existe β ∈ S, β⊥α, et α + β ∈Σ,
si 2α ∈Σ,
sinon.
Cette application n’est rien d’autre que la traduction combinatoire de la restriction Pic(X) →
Pic(Z), modulo l’identification de ces groupes à ZΔ et ZΠ . Le réseau ω(ZΔ) est aussi le plus
grand sous-réseau Ξ de ZΠ tel que Σ, Sp,∅,Ξ est une augmentation. Autre caractérisation : si
ω ∈ NΠ , pour que P(Vω)K = ∅, il faut et il suffit que ω ∈ ω(ZΔ).
Si ω ∈ NΠ , notons Δ(ω) le support de ω dans Δ (c’est-à-dire le plus petit sous-ensemble Δ′
de Δ tel que ω ∈ ω(N>0Δ′)).
Soit x ∈ Vω \ {0} tel que K fixe [x] ∈ P(Vω). Alors G/K → G.[x] se prolonge en X →
P(Vω). D’après [Pe 05], pour que cette application soit un plongement, il faut et il suffit que
ω ∈ ω(N>0Δ). En général, le système sphérique de la complétion magnifique de G.[x] (qui
n’est que rarement l’adhérence de cette orbite dans P(Vω)) est (Σ, Sp,∅)/Δ, où Δ est le plus
grand sous-ensemble distingué de Δ ne rencontrant pas Δ(ω).
Si ω /∈ ω(N>0Δ), il se peut que G/K → G.[x] soit quand même bijectif. Cela arrive exacte-
ment lorsque le système sphérique vérifie la condition suivante :
(Pr) Tout sous-ensemble distingué (non vide) de Δ rencontre Δ(ω).
Disons que Σ, Sp,∅ et ω sont proches, s’ils vérifient (Pr).
Ce qui précède peut servir pour prouver l’existence et l’unicité de X. En effet, lorsqu’on
connaît
– d’une part les orbites sphériques de G dans P(Vω) et
– d’autre part les systèmes sphériques proches de ω,
il n’est pas difficile de mettre les deux en correspondance. L’avantage de cette procédure est que
ces P(Vω) peuvent être beaucoup plus petits que ceux, souvent inaccessibles, dans lesquels se
plonge la variété magnifique.
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(∗) {α2i−1 + 2α2i + α2i+1, 1 i  s − 1}, {α2i−1, 1 i  s}, ∅.
Ce système est visiblement proche de ω = π2. Puisqu’on connaît toutes les orbites de G dans
P(Λ2(C2s)), on voit que (∗) est nécessairement le système sphérique de la complétion magni-
fique de l’orbite ouverte de G dans P(Λ2(C2s)), c’est-à-dire de G/K , où K = Sp(2s)C(G).
Dans la section 2, il y a d’autres exemples, pour ω le poids dominant de Lie(G).
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